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enseiGnement
Cours – sur les lois de ConserVation sCalaires
Le cours a eu lieu du 10 novembre 2017 au 19 janvier 2018.
Introduction
Le cours de cette année a porté essentiellement sur les systèmes hyperboliques du 
premier ordre appelés « lois de conservation scalaires ». Une littérature considérable 
existe sur ce sujet depuis les travaux de P. Lax, O. Oleinik et la théorie importante de 
S.N. Kruzkhov jusqu’à des développements récents. Le cours a développé quelques 
aspects de travaux récents et en cours réalisés en collaboration avec P.E. Souganidis. 
Notre projet de recherche est de revoir entièrement la théorie connue avec de 
nombreuses extensions sur le type de solutions, leur définition, la régularité des 
données, les comportements à l’infini ainsi que les conditions aux limites. Signalons 
qu’outre les conditions aux limites classiques, nous en introduisons de nouvelles 
(solutions saturées ou solutions conservatives...). Dans ce résumé de cours, nous 
nous contenterons de donner quelques exemples des résultats énoncés et démontrés 
dans le cours.
Il est inutile de rappeler en détail l’importance pour les applications des lois de 
conservation. Indiquons simplement qu’outre l’intérêt intrinsèque de ces questions, 
il nous semble utile d’amener la théorie des lois de conservation scalaires à un 
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niveau de compréhension comparable à celui qui existe pour les équations de 
Hamilton-Jacobi du premier ordre (atteint grâce à la théorie des solutions de 
viscosité). Et ce d’autant plus que les liens entre les deux classes d’équations sont 
étroits puisque, au moins en dimension 1 d’espace, on passe formellement de l’une à 
l’autre par simple intégration ou dérivation. En outre, la théorie des jeux à champ 
moyen (« Mean Field Games ») conduit aussi à l’étude de classes de systèmes 
hyperboliques pour lesquelles nos résultats sont pertinents.
Une nouvelle caractérisation des solutions entropiques
Les lois de conservation scalaires s’évrivent comme suit
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D est un domaine régulier de d avec d ≥ 1 (par exemple D = d), u(x, t) ∈ (∀x ∈ D, 
∀t ≥ 0) i.e. u est « scalaire ». Le flux f (x, t) défini sur d ×  est donné à valeurs 
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(resp. ∂∂ >∧ + ∧ − ≥t x u k xu k f x u k f x k( ) { ( , )} 1 ( )( , ) 0( )div div ) au sens des distribu-
tions. Enfin, u est solution si u est à la fois sous et sur solution.
On vérifie aisément que i)  on peut remplacer (u < k) et (u > k) par (u ≤ k) et 
(u ≥ k) dans la définition précédente, ii)  cette notion est équivalente aux notions 
classiques introduites par Kruzkhov et iii) la démonstration classique de Kruzkhov, 
avec une amélioration technique nécessitée par la régularité limitée du flux f, conduit 
à démontrer la proposition 2.1.
Proposition 2.1 Le maximum (resp. le minimum) de deux sous solutions (resp. sur 
solutions) est encore une sous solution (resp. sur solution). □ 
Et on observe que cette proposition implique aisément des résultats d’unicité. Elle 
permet aussi d’établir une propriété inattendue de « régularisation » par sup et inf 
convolution : en effet, si u L∈ ∞loc est une sous solution (resp. sur solution), alors 
u x t u x z tz
0( , ) ( ( , ))= +≤  esup ess  (resp.  z u x z t≤ +einf ess ( ( , ))) est toujours une 
sous solution (resp. sur solution). Bien sûr (ue, ue) approximent u si u est p.p. continu. 
Et, pour tout u, ue (t) (resp. ue) ∈ BV.
À l’aide de cette notion et de la proposition, on a établi dans le cours des résultats 
d’existence et d’unicité (et de contractivité en norme L1), dans le cas où D = Rd, de 
solutions u C L Ld x t∈ ∞ ∩
∞([0, ) ; ( ))1 ,  telles que u ut = =0 0 où u0 ∈ L1 ∩ L∞ (d). 
Cette extension de la théorie classique a également été étendue dans le cours au cas 
où u0 ∈ L1 + L∞ (d), ce qui nécessite d’étendre également la notion qui précède.
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Conditions aux limites
Différents types de conditions aux limites ont été introduits et étudiés dans le 
cours et nous n’indiquerons ici que quelques éléments portant sur les conditions aux 
limites de type « Dirichlet homogène » i.e. u = 0 sur ¶D × [0, ∞).
Dans le cours, la notion qui suit a été introduite et analysée. On dit que 
u C L D Lx t∈ ∞ ∩
∞([0, ) ; ( ))1 ,  est sous solution (resp. sur solution) du problème de 
Dirichlet si elle est sous solution (resp. sur solution) dans D × (0, ∞) et si elle 




∨ + ∨ − + ≤< ∂
t
u k f x u k f x k f x kx u k x D( ) { ( , )} 1 ( )( , ) ( , ) 0( )div div d
 
 
( ( ) { ( , )} 1 ( )( , ) ( , )( )resp. div div
∂
∂
∧ + ∧ − +> ∂
t
u k f x u k f x k f x kx u k x Dd ≥ 0)
 
dans D′( (0, )D× ∞ ), ou en d’autres termes, pour t tout f régulière à support 
compact dans D, si f ≥ 0, alors
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Dans les formules qui précèdent, n(y) désigne la normale (à ¶D) unitaire 
extérieure.
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